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Модели показывают, на сколько процентов 
изменится чистая (базовая) прибыль, если 
брутто-прибыль (чистая прибыль) изменится на 
данное количество процентов. 

Структурная модель позволяет четко опре-
делить вклад собственного и заемного капита-
ла в формирование чистой прибыли: 

СКЭФРСКROAЧП ЗК ⋅+⋅=   (21) 
Первое слагаемое соответствует вкладу 

собственного капитала, а второе слагаемое – 
вкладу заемного капитала.  

Таким образом, структурные модели анали-
за рентабельности совокупного и собственного 
капитала проще, практичнее и информативнее 
мультипликативных, в которых одни и те же по-
казатели являются факторами первого и второ-
го порядка, что приводит к трудностям в интер-
претации и практическом применении резуль-
татов расчетов. Именно поэтому структурные 
модели должны быть основными моделями в 
экономическом анализе эффективности ис-
пользования капитала. После того как рента-

бельность капитала в достаточной степени бу-
дет структурирована, анализ рентабельности 
его структурных компонентов (ROK, RФИ, RПК) 
может быть продолжен с помощью мультипли-
кативных моделей.   
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В статье исследуются многоэтапные модели для оценки эффективности стохастическими гранич-

ными методами. Предлагается метод моделирования возможной зависимости между случайными 
величинами, отображающими снижение эффективности на отдельных этапах. Предполагается, что 
эти величины имеют показательное распределение. Для задания их совместной функции распреде-
ления используются FGM-копулы. Показано, что в этом случае возможно получить относительно про-
стое выражение для функции правдоподобия. 
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Достаточно хорошо известно, что проявле-

ния неопределенности внешней среды не все-
гда независимы друг от друга. В экономико-
математических исследованиях, использующих 
теоретико-вероятностное представление неоп-
ределенностей, речь может идти о зависимых 
или независимых случайных величинах. В сто-
хастических граничных методах оценки эффек-
тивности (SFA, Stochastic Frontier Approach) 
случайные величины – один из основных эле-
ментов математической модели. Они отобра-
жают отклонение фактического результата дея-
тельности отдельных оцениваемых экономиче-
ских объектов от предполагаемого оптимума. 
Оценка возможной взаимозависимости этих 
отклонений может, в частности, существенно 
уточнить прогноз будущего развития изучаемых 
предприятий, внести коррективы в планируе-
мые мероприятия по повышению эффективно-
сти. Надо отметить, что эта проблема уже за-
трагивалась в исследованиях, посвященных 

SFA [1,2,3]. Однако эти работы, как и практиче-
ски все остальные в этой области, относились к 
простым процессам преобразований входного 
ресурса (или ресурсов) в конечный результат. 
При переходе к изучению многоэтапных про-
цессов последовательного преобразования 
«входа» Х по схеме Х → Z1 (промежуточный 
продукт 1) → Z2 →…→ Y (конечный продукт), 
возникает принципиально новая задача – мо-
делирования зависимости между случайными 
факторами, влияющими на эффективность от-
дельных этапов; исследованию данного вопро-
са и посвящена настоящая работа. 

Граничные методы оценки эффективности в 
целом представлены двумя основными само-
стоятельными направлениями – непараметри-
ческими и стохастическими методами, обла-
дающими определенным набором преимуществ 
и проблем каждое; существенное продвижение 
в одном из них предопределяет интерес к раз-
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витию другого. Они являются признанным ин-
струментом изучения экономической эффек-
тивности, как в зарубежной, так и в последнее 
десятилетие и в отечественной научной лите-
ратуре. Сфера их применения чрезвычайно 
широка, охватывает практически все отрасли 
промышленности, энергетику, торговлю, сель-
ское хозяйство, банковский сектор, медицину, 
образование, спорт, экологию, государственное 
и муниципальное управление. Стохастические 
граничные методы, при известной сложности 
теоретического анализа моделей и их практи-
ческой реализации, привлекательны тем, что 
отклонение от максимальной эффективности 
здесь рассматривается как имманентное свой-
ство действующего субъекта. Тем самым, в ча-
стности, открывается возможность логически 
корректной постановки задачи оптимизации 
(повышения эффективности), что, собственно, 
и было сделано в ряде работ (например, [4]). 
При этом в отличие от непараметрических ме-
тодов, можно также ставить и анализировать 
задачи прогнозирования и оценивания степени 
тех или иных рисков. Стоит отметить и значи-
тельное место, отведенное стохастическим ме-
тодам, в обзорах, посвященных математиче-
ским инструментам для оценки эффективности 
в энергетике [5]. 

В целом можно отметить, что результаты, 
полученные посредством стохастических мето-
дов, более пригодны для объективного анализа 
и непосредственного построения содержатель-
ных выводов, в то время как непараметриче-
ский подход лишь создает исходные данные 
для последующего во многом традиционного 
эконометрического анализа. Эти обстоятельст-
ва до недавнего времени определяли в целом 
интерес к стохастическим методам и их практи-
ческому применению, в целом сравнимый с ин-
тересом к непараметрическим методам. Но от-
носительно недавно сфера применения непа-
раметрических методов заметно увеличилась: 
были представлены модели для оценки эффек-
тивности многоэтапных процессов (среди за-
метного числа работ по этому вопросу отметим, 
например, публикации [6,7], а также обзор [8]); 
тем самым эти методы стали «монополистами» 
в задачах описания многих реальных экономи-
ческих ситуаций. Возможно, приводимые ниже 
соображения будут способствовать развитию 
стохастических методов. 

Напомним, что, согласно основным положе-
ниям SFA, при моделировании одноэтапного 
процесса Х → Y результат деятельности фир-
мы представляется в виде 

   (1) 
где  – индекс, идентифицирующий отдельную 
фирму; 

  – фактический ре-
зультат деятельности данной фирмы за опре-
деленный период времени; 

 - наилучший возможный при данном со-
четании затрат ресурсов  результат; 

 – одностороннее отклонение от оп-
тимума, случайная величина, «фактор неэф-
фективности»; 

 - произвольного знака случайная вели-
чина, «случайный шум» (здесь подразумевает-
ся, что лучшим является наибольшее значение 
результата, что может быть принято, если речь 
идет о выпуске продукции в натуральном или 
стоимостном выражении).  

Следует отметить, что представление (1) не 
является единственно возможным, но его 
весьма частое использование во многом оп-
равдывается тем, что здесь удобно получать 
логарифмированием мультипликативной про-
изводственной функции 

,  (2) 
связывающей результат  и затраты ресурсов 

, …, . 
Здесь может исследоваться зависимость 

между  и  для некоторого фиксированного 
индекса , зависимость между различными ве-
личинами  или зависимость между различ-
ными величинами . Последняя возможность 
не рассматривается, что представляется впол-
не логичным; исследованию первых двух по-
священы,  в частности, работы [2, 3] и [1].  

При переходе к многоэтапным процессам 
появляется еще одна возможность – наличия 
зависимости между факторами неэффективно-
сти различных этапов. Учесть эту возможность 
целесообразно по двум обстоятельствам. Во-
первых, реально правдоподобно, что эффек-
тивность работы одного их этапов может вли-
ять на эффективность работы последующих: 
ритмичность поставок продукции, сверхплано-
вые затраты на одном из этапов, в том случае, 
когда поставщик и заказчик имеют общий ис-
точник финансирования и т.п. могут влиять на 
деятельность отдельных фирм в рассматри-
ваемой цепочке. Кроме того, предположение о 
независимости есть ограничение, которое да-
леко не всегда модно проверить на практике, 
что существенно сужает область применения 
теоретических разработок.  

Рассмотрим многоэтапный процесс Z0 Х 
→ Z1 → Z2 →…→ Zk Y; примем, что все рас-
сматриваемые величины – скалярные, не век-
торные, то есть речь идет об одном ресурсе и 
одном продукте на каждом этапе (обобщения 
вполне возможны), и предположим, что для ка-
ждого из k этапов, s=1,2,…, k, имеют место со-
отношения вида (1):  

   (3) 
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Примерами таких процессов могут служить 
многостадийные текстильные производства 
(прядение→ткачество→отделка), процессы 
производства и передачи электрической и теп-
ловой энергии и многие другие. В моделях (1), 
(3) подлежат оценке параметры функций, за-
дающих связь между и затратами соответст-
вующих ресурсов, и параметры законов рас-
пределений случайных величин  и . 

Предположим, что связь между «входом» и оп-
тимальным «выходом» каждого этапа линей-
ная: более подробное изучение этого вопроса – 
предмет самостоятельного исследования, од-
нако заметим, что это предположение вполне 
согласуется с мультипликативным представле-
нием (2). Тогда для выхода последнего этапа 
можно получить представление вида 

 
 

 
 
Коэффициенты   выражаются через  

. Для оценки параметров в приве-
денных соотношениях применяется преимуще-
ственно метод максимального правдоподобия, 
что требует отыскания явного аналитического 
представления для плотности распределений, 
в частности, случайных величин 

, 
, а также 

.  
В том случае, когда случайные величины 

 независимы, требуемый результат, как 
хорошо известно из курса теории вероятностей, 
получается применением операции свертки. 
При переходе к зависимым случайным величи-
нам требуется задание совместного закона 
распределения этих величин. Выбор способа 
решения данной задачи подчинен, по крайней 
мере, двум требованиям. Во-первых, жела-

тельно иметь возможность варьировать сте-
пень зависимости между связываемыми дан-
ным законом случайными величинами; во-
вторых, предпочтение следует отдать тому 
случаю, когда итоговое представление для 
плотностей содержит только элементарные 
функции – исключение в SFA делается только 
для функции распределения нормального зако-
на Ф(х). 

По результатам анализа имеющихся ре-
зультатов, в частности, упомянутых работ [1-3], 
можно предложить следующее.  

Рассмотрим сначала двухэтапный процесс 
Х → Z1 → Y. Предположим, что обе случайные 
величины  и  имеют показательное рас-
пределение с параметрами  и , то есть  

 

 
 

 
Напомним, что копулами называют функции 

, определенные на множестве 
[0;1] [0;1], возрастающие по каждой перемен-
ной х и y, то есть в случае  и  
выполнено условие: 

 
и такие, что 

 
Известно (теорема Скляра), что если зада-

ны частные функции распределения 
 и  и  – 

совместная функция распределения двух слу-
чайных величин ( ), то существует такая 
копула C, что ; другими 
словами, посредством копул можно связать две 

случайных величины любым заданным спосо-
бом.  

Функции из семейства FGM-копул (Farlie–
Gumbel–Morgenstern) задаются формулой 

 
Здесь регулирующий зависимость параметр θ  

лежит в пределах .  
Cсоответствующая плотность распределе-

ния будет иметь вид: 
 

где ,  – плотности распределений 
случайных величин Х и Y. 

Для случайных величин  и  после 
преобразований получаем  

 

 
где  – плотность распределения случайной величины, имеющей показательное распределение 
с параметром λ.  

 
где при  
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     (4) 
(во всех соотношениях случай совпадения параметров показательных распределений исследуется 
отдельно аналогичным образом). 

Таким образом, для плотности распределения случайных величин  получено аналитическое 
представление, содержащее только элементарные функции.  

Далее, для одноэтапных процессов, в которых факторы неэффективности  имеют показатель-
ное распределение с параметром µ, известно выражение для плотности распределения случайных 
величин . Оно имеет вид: 

  (5) 
 
где σ – параметр нормального распределения 
случайной величины , то есть удовлетворяет 
сформулированному выше условию (кроме 
элементарных функций, включает только Ф(х)). 
Несложно проверить, что, подставляя в (5) 
вместо функции   функцию  из 
(4), мы снова получим выражение, обладающее 
тем же свойством. 

Таким образом, применение FGM-копул со-
вместно с показательным распределением по-
зволяет в SFA-моделях получать для плотно-
стей распределений рассматриваемых случай-
ных величин «почти-элементарные» представ-
ления, что позволяет без дополнительных 
сложностей применять метод максимального 
правдоподобия (что не всегда возможно даже в 
случае одноэтапных процессов, [9]). 

Отметим в заключение некоторые пробле-
мы и возможные направления дальнейшего 
исследования. 

1. Приведенные построения опиралась на 
предположение о том, что отдельные факторы 
неэффективности имеют показательный закон 
распределения. Представляет интерес расши-
рить множество законов распределений, позво-
ляющих получать «почти элементарное» пред-
ставление для функции правдоподобия. 

2. Очевидный интерес представляет и 
обобщение приведенных результатов на слу-
чай трех и более этапов; при этом необходимо, 
прежде всего, определить подходящий вид 
многомерной копулы. В этой связи могут ока-
заться полезными результаты работы [10]. 

3. Заметным недостатком FGM-копул явля-
ется ограничение на возможное значение ко-
эффициента корреляции между связываемыми 
случайными величинами (не более одной трети 
по абсолютной величине). Вопрос о возможно-
сти его ослабления пока остается открытым. 
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